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The Bspline functions are generated by iterated convolution from the box function. Calling the 
procedure bspline[N,t] constructs the first N+1 Bspline functions as piecewise polynomials of 
degree k (0 ≤ k ≤ N) 

�������[�_� �_] �= ������[{���� �� �}�

(*������� ��������� �� �����������*)

���[�] = �������[�]�

��[� == �� ������[{���[�]}]]�

��[

���[�] = ���������[���[� - �] /� (� → � - �)� {�� -� / �� � / �}]�

{�� �� �}]�

������[�����[���[�]� {�� �� �}]]

]

The first 3 Bspline functions as piecewise polynomial functions
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Plotting the first 3 Bspline functions
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Computing the Fourier transform of the first N+1 Bspline functions

���������[�_� �_] �= ������[{���� ��� �}�

(*��� ������� ���������� �� ��� ������� ���������*)

��� = �������[�� �]�

�� = ���[����������������[#� �� �� ����������������� → {�� -� ��}] �� ���]�

��������[���������[��]]

]

The case N=2: iterated convolution means powers for the Fourier transforms
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Defining Bspline filters via powers of the cosine -- note the difference between the cases of even 
and odd N

�[�_� �_] �= ������[{���}�

(*��������� �������������� �� ��� ������� �������*)

��� = ����[�] ���[� / �]���

��[���[�� �] == �� ��� = ���[� � / �] ���]�

�������[���������[���]� ������_]

]

The first 5 Bspline filters -- defining expression and expanded form
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Plotting the frequency representation
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Showing the sequence of filter coefficients of the Bspline filters

�[�_] �= ������[{��� �}�

(*������ ������������ �� ��� ������� �������*)

�� = ���������������[

������[�[�� �] ���[�����[� / �] � �]]� ��(� �)]�

�����[{-�����[� / �] + �� ��[[� + �]]}� {�� �� �}]

]
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Defining the Daubechies polynomials

����[�_� �_] �= ���[��������[� + �� �] ���� {�� �� �}]

����[�� �]

� + � � + �� �� + �� ��

Computing the frequency representation of a filter of length 2M+N-1 which forms a biorthogonal pair 
with the Bspline filter of length N+1 by using the construction with Daubechies polynomials

�[�_� �_� �_] �= ������[{���� �� �}�

(* ��������� �������������� �� �������������� ������ ��������*)

��[���[� - �� �] != �� �����[�������� ��������]]�

��[���[�� �] ⩵ ��

� = � / ��

� = � / ��

��� = ����[�] ���[� / �]�� ����[� + � - �� ���[� / �]��]]�

��[���[�� �] ⩵ ��

� = (� - �) / ��

� = (� - �) / ��

��� = ����[�] ���[� � / �] ���[� / �]�� ����[� + �� ���[� / �]��]]�

������[���������[���]]

]
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Some examples of biorthogonal partners
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The case N=2, M=2
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The case N=2, M=4
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The case N=4, M=2

�[�� ω] ���������[�[�� �� ω]] + �[�� ω + ��] ���������[�[�� �� ω + ��]]
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The case N=3, M=1

�[�� ω] ���������[�[�� �� ω]] + �[�� ω + ��] ���������[�[�� �� ω + ��]]

�

� �
ⅇ

ⅈ ω

� ⅇ
-

ⅈ ω

� + ⅇ
ⅈ ω

� 
�

-
�

� �
+ � -

ⅇ-ⅈ ���������[ω]

� �
+ � ⅇ

-ⅈ ���������[ω]
-
ⅇⅈ ���������[ω]

� �
-
ⅇ-� ⅈ ���������[ω]

� �
+

�

� �
+
ⅇ-ⅈ (π+ω)

� �
+
� ⅇⅈ (π+ω)

� �
+
ⅇ� ⅈ (π+ω)

� �

-
�

� �
+ � +

ⅇ-ⅈ ���������[ω]

� �
- � ⅇ

-ⅈ ���������[ω]
+
ⅇⅈ ���������[ω]

� �
-
ⅇ-� ⅈ ���������[ω]

� �

��������[ω ∈ ������ ��������[%]]

�

biofilter-en-2.nb  ���7



������������������������������������������

�[�_� �_] �= ������[{�}�

(*������ ������������ �� ������������ ������ ��������*)

� = � � + � - ��

�� = ���������������[

������[���[�����[(� - �) / �] � �] ���������[�[�� �� �]]]� ��(� �)]�

�����[{-�����[(� - �) / �] + � - �� ��[[�]]}� {�� �� �}]

]

The case N=3, M=3
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Plotting the frequency representation: the cases N=1 and M=1,3,5,7
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Plotting the frequency representation: the cases N=2 and M=2,4,6,8
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Plotting the frequency representation: the cases N=3 and M=1,3,5,7
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The Bspline filter coefficients for N=6
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The filter coefficients of the biorthogonal partner with M=2, so that this filter has length 2M+N-1=9
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Plotting the frequency representation
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Checking the orthogonality condition

�[�� ω] ���������[�[�� �� ω]] + �[�� ω + ��] ���������[�[�� �� ω + ��]]
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Using the cascade algorithm (n  iterations, discrete version) to plot the scaling function belonging to 
the filter h

�������������[�_� �_] �=

������[{�������� ���� ���� ���� ������� ����� ������ ���� ������ �}�

(*������������� �� ��� ������� �������� ���������

�� ��� ������ � �� ����� ��� ������� ���������*)

������� = ���[�����[#] �� �]�

��� = ���[�������]�

��� = ���[�������]�

��� = ����[�����[�]]�

������ = ���[{�����[#]� ����[#] / ���} �� �]�

���� �= �����[����� ���[����[#] �������[#] �� ������]]�

����� �= ������[�������[���� /� � → ��(���)� {�� �� � - �}]]�

����� = ��� ���������������[��(-��� (��� - �)) ������ �]�

��� = �����[{(� - �) ��(-�) � �����[[�]]}� {�� �� ������[�����]}]�

��������[���� ��������� → ���� ������� → ����]

]
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Using the cascade algorithm (n  iterations, discrete version) to plot the wavelet function belonging to 
the filter h

�������������[�_� �_] �=

������[{�������� ���� ���� ���� ������� ����� ����� ������ ������ ���� �}�

(*������������� �� ��� ������� �������� ���������

�� ��� ������ � �� ����� ��� ������� ���������*)

������� = ���[�����[#] �� �]�

��� = ���[�������]�

��� = ���[�������]�

��� = ����[�����[�]]�

������ = ���[{�����[#]� ����[#] / ���} �� �]�

���� �= �����[����� ���[����[#] �������[#] �� ������]]�

���� �= ���� /� (� → -� / �)�

����� �=

������[�������[���� /� � → ��(���)� {�� �� � - �}] (���� /� � → ��(��(� - �)))]�

����� = ��� ���������������[��(-��� (��(� - �) - �) + ��(� - �) ���) ������ �]�

��� = �����[{ (� - �) ��(-�) � �����[[�]]}� {�� �� ������[�����]}]�

��������[���� ��������� → ���� ������� → ����]

]

The scaling function belonging to the Bspline filter for N=6

�������������[�[�]� �]

1 2 3 4 5 6

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

The wavelet function belonging to the Bspline filter for N=6

�������������[�[�]� �]

1 2 3 4 5

-0.10

-0.05

0.05

0.10

0.15

The scaling function belonging to the biorthogonal Bspline filter partner for N=6 and M=2
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�������������[�[�� �]� �]

1 2 3 4 5 6 7

-50

50

100

The wavelet function belonging to the biorthogonal Bspline partner filter for N=6 and M=2

�������������[�[�� �]� �]

1 2 3 4 5 6 7

-200

200

400

600
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����������������������

������������
Starting with the Daubechies polynomial

����[�� �]

� + � � + �� �� + �� ��

Determining the complex roots of this polynomial

����� = ������[����[�� �] == �� �]

{{� → -��������}� {� → -�������� - �������� ⅈ}� {� → -�������� + �������� ⅈ}}

There is one real root and two complex conjugate roots. So the Daubechies polynomial can be 
factored into two polynomials with real coefficients:  a linear polynomial p(z) and a quadratic polyno-
mial q(z). The parameter a (which is the leading coefficient of the polynomial p(z) ) will be fixed later.

�[�_] = � (� - (� /� �����[[�]]))

� (�������� + �)

�[�_] = (�� / �) (� - (� /� �����[[�]])) (� - (� /� �����[[�]]))

�

�
�� ((�������� - �������� ⅈ) + �) ((�������� + �������� ⅈ) + �)

������[%]

�

�
������ - ������� × ��-��

ⅈ +
(������� + �� ⅈ) �

�
+
�� ��

�

����[%]

������

�
+
������� �

�
+
�� ��

�

The frequency representation of the H-filter that goes with the factor p(z) 

�[�_] = ����[�] ���[� / �]�� �[���[� / �]��]

� � ���
�

�

�

�������� + ���
�

�

�
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The frequency representation of the K-filter that goes with the factor q(z)

�[�_] = ����[������[����[�] ���[� / �]�� �[���[� / �]��]]]

������� ���
�

�

�

�
+
�

�
������� ���

�

�

�

���
�

�

�

+
�

�
�� � ���

�

�

�

���
�

�

�

Evaluating H(0) (which should be 2 )

�[�]

�������� �

����� = �����[{�[�] == ����[�]}� {�}]

{{� → ������}}

The Fourier series if the H-filter after fixing the constant

�[�_] = �[�] /� �����[[�]]

������� ���
�

�

�

�������� + ���
�

�

�

The Fourier series of the K-filter after fixing the constant

�[�_] = �[�] /� �����[[�]]

������� ���
�

�

�

+ ������� ���
�

�

�

���
�

�

�

+ ������� ���
�

�

�

���
�

�

�

Checking that all is correct

�[�]

�������

������������������������������������������������������������

�[ω] ���������[�[ω]] + �[ω + ��] ���������[�[ω + ��]]

������� ���
ω

�

�

���������������� ���
ω

�

�

���
ω

�

�

+ ������� ���
ω

�

�

���
ω

�

�

 +

������� ���
�

�
���������[ω]

�

�������� + ���
ω

�

�

+ ������� ���
π + ω

�

�

���������������� ���
π + ω

�

�

���
π + ω

�

�

+ ������� ���
π + ω

�

�

���
π + ω

�

�

 +

������� ���
�

�
(π + ���������[ω])

�

�������� + ���
π + ω

�

�

��������[ω ∈ ������ ��������[%]]

������� ���
ω

�

�

�������� + ���
ω

�

�

������� ���
ω

�

�

+ �������� + ��������� ���
ω

�

�

���[ω]� +

������� �������� + ���
ω

�

�

���
ω

�

�

������� ���
ω

�

�

+ �������� + ��������� ���
ω

�

�

���[ω]�
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������������[������[%]]

�� + ������� × ��-�� ���[� ω] + ������� × ��-�� ���[� ω] -

������� × ��-�� ���[� ω] - ������� × ��-�� ���[� ω]

����[%]

��

������������������������������������

���������[�[ω]]

�������� + �������� ⅇ
-ⅈ ω

+ �������� ⅇ
ⅈ ω

-

��������� ⅇ
-� ⅈ ω

- ��������� ⅇ
� ⅈ ω

- ��������� ⅇ
-� ⅈ ω

- ��������� ⅇ
� ⅈ ω

������� = ���������������[������[���[� � ω] %]� ��{� ω}]

{-���������� -���������� ��������� ��������� ��������� -���������� -���������}

The filter coefficients of the H-filter of length 7

������� = �����[{� - �� �������[[�]]}� {�� �� �}]

{{-�� -���������}� {-�� -���������}� {-�� ��������}�

{�� ��������}� {�� ��������}� {�� -���������}� {�� -���������}}

���������[�[ω]]

�������� + �������� ⅇ
-ⅈ ω

+ �������� ⅇ
ⅈ ω

- �������� ⅇ
-� ⅈ ω

- �������� ⅇ
� ⅈ ω

-

��������� ⅇ
-� ⅈ ω

- ��������� ⅇ
� ⅈ ω

+ ��������� ⅇ
-� ⅈ ω

+ ��������� ⅇ
� ⅈ ω

������� = ��[���������������[������[���[� � ω] %]� ��{� ω}]]

{���������� -���������� -��������� ���������

��������� ��������� -��������� -���������� ���������}
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The filter coefficients of the K-filter of length 7

������� = �����[{� - �� �������[[�]]}� {�� �� �}]

{{-�� ���������}� {-�� -���������}� {-�� -��������}� {-�� ��������}�

{�� ��������}� {�� ��������}� {�� -��������}� {�� -���������}� {�� ���������}}

����[{�[ω]� �[ω]}� {ω� �� ��}]

0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

0.5

1.0

1.5

The scaling function belonging to the H-filter of length 7

�������������[�������� �]

1 2 3 4 5

-0.2

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0
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The wavelet function belonging to the H-filter of length 7

�������������[�������� �]

1 2 3 4 5

-0.5

0.5

1.0

1.5

The scaling function belonging to the K-filter of length 9

�������������[�������� �]

2 4 6

0.5

1.0

The wavelet function belonging to the K-filter of length 9

�������������[�������� �]

2 4 6

-1.0

-0.5

0.5

1.0

1.5
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Low-pass conditions for the H-filter

{��[ω]� ��[ω] /� ω → ��}

������� ���
ω

�

�

���
ω

�
 - ������� ���

ω

�

�

���
ω

�
 �������� + ���

ω

�

�

� ��

{���[ω]� ���[ω] /� ω → ��}

������� ���
ω

�

�

- ������� ���
ω

�

�

���
ω

�

�

- ������� ���
ω

�

�

�������� + ���
ω

�

�

+

������� ���
ω

�

�

���
ω

�

�

�������� + ���
ω

�

�

� ��

{����[ω]� ����[ω] /� ω → ��}

-������� ���
ω

�

�

���
ω

�
 + ������� ���

ω

�

�

���
ω

�

�

+

������� ���
ω

�

�

���
ω

�
 �������� + ���

ω

�

�

-

������� ���
ω

�
 ���

ω

�

�

�������� + ���
ω

�

�

� ��

{�����[ω]� �����[ω] /� ω → ��}

-������� ���
ω

�

�

+ ������� ���
ω

�

�

���
ω

�

�

-

������� ���
ω

�

�

���
ω

�

�

+ ������� ���
ω

�

�

�������� + ���
ω

�

�

-

������� ���
ω

�

�

���
ω

�

�

�������� + ���
ω

�

�

+

������� ���
ω

�

�

�������� + ���
ω

�

�

� �������
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Low-pass conditions for the K-filter

{��[ω]� ��[ω] /� ω → ��}

-������� ���
ω

�

�

���
ω

�
 + ������� ���

ω

�

�

���
ω

�
 - ������� ���

ω

�

�

���
ω

�

�

+

������� ���
ω

�

�

���
ω

�

�

- ������� ���
ω

�

�

���
ω

�

�

� ��

{���[ω]� ���[ω] /� ω → ��}

-������� ���
ω

�

�

+ �������� ���
ω

�

�

+ ������� ���
ω

�

�

���
ω

�

�

-

������� ���
ω

�

�

���
ω

�

�

+ ������� ���
ω

�

�

���
ω

�

�

+ ������ ���
ω

�

�

���
ω

�

�

-

������� ���
ω

�

�

���
ω

�

�

+ ������� ���
ω

�

�

���
ω

�

�

� ��

{����[ω]� ����[ω] /� ω → ��}

������� ���
ω

�

�

���
ω

�
 - ������� ���

ω

�

�

���
ω

�
 + ������� ���

ω

�

�

���
ω

�
 -

������� ���
ω

�
 ���

ω

�

�

+ ������� ���
ω

�

�

���
ω

�

�

- ������� ���
ω

�

�

���
ω

�

�

-

������ ���
ω

�
 ���

ω

�

�

+ ������� ���
ω

�

�

���
ω

�

�

- ������� ���
ω

�
 ���

ω

�

�

� ��

{�����[ω]� �����[ω] /� ω → ��}

������� ���
ω

�

�

- ������� ���
ω

�

�

+ ������� ���
ω

�

�

-

������� ���
ω

�

�

���
ω

�

�

+ ������� ���
ω

�

�

���
ω

�

�

- ������� ���
ω

�

�

���
ω

�

�

+

������� ���
ω

�

�

- ������� ���
ω

�

�

���
ω

�

�

+ ������� ���
ω

�

�

���
ω

�

�

+

������� ���
ω

�

�

- ������� ���
ω

�

�

���
ω

�

�

+ ������� ���
ω

�

�

� ������
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